Universitetet 1 Stavanger

Oppgaver brukt i STA100 Sannsynlighetsregning og statistikk

Oppgave 1

Kari skal gjore en undersgkelse blant studentene ved Universitetet i Stavanger for a kartlegge hva
studentene synes om ulike spgrsmal knyttet til studiekvalitet, velferdstilbud, etc. Hun innser fort
at for hennes formal vil det veere altfor omfattende a spgrre alle studentene hva de mener om disse
sporsmalene og hun bestemmer seg derfor for a velge ut en gruppe pa ca 100 studenter og basere
sine konklusjoner pa tilbakemeldingene disse gir.

Hun vurderer tre forskjellige mater a utfore undersgkelsen sin pa:

1. Mate opp pa en forelesinger der det er rundt 100 studenter og fa alle disse til a svare pa
sporsmalene hennes.

2. Ga rundtomkring pa Universitetsomradet og sporre tilfeldige studenter hun treffer inntil hun
har fatt spurt ca 100 studenter.

3. Trekke ut 100 tilfeldige navn fra en liste over alle registrerte studenter ved universitetet og sa
oppseke disse (telefon e.l.) og spgrre dem hva de mener.

a) Hva er populasjonen og hva er utvalget i denne undersgkelsen?

b) Kommenter fordeler og ulemper ved de tre forskjellige matene a utfgre undersgkelsen pa. Hvilken
mate er best?

Oppgave 2

12 malinger av reaksjonstiden for en kjemisk reaksjon (i minutter) ga resultatene:

17 22 37 36 22 29 42 23 22 28 36 33

For disse dataene:

a) Regn ut gjennomsnittet, medianen og modus.

b) Regn ut utvalgsvariansen og utvalgsstandardavviket.

c) Lag et histogram over dataene.

d) Regn ut nedre kvartil, gvre kvartil, kvartilbredden og variasjonsbredden.

e) Lag et boksplott over dataene.



Oppgave 3

Betrakt folgende fire datasett:

i) 1,2,3,4,5,6,7,8

i) 1,1, 1,1, 8, 8, 8, 8

i) 1,1,4,4,5,5,8,8

1v

)
)
)
) 6,-3,0,3,6,9,12,15

Alle disse datasettene har samme gjennomsnitt. Prgv ferst,uten a gjore noen beregninger, a ranger
disse datasettene etter utvalgsvarians (fra minst til stgrst utvalgsvarians). Regn sa ut utvalgsvari-
ansene og sjekk om intuisjonen din stemte.

Oppgave 4

En produksjonsbedrift har utfgrt en kartlegging av hvor lang tid ulike arbeidsoppgaver tar. For en
bestemt monteringsjobb gav 8 malinger av tidsbruken i timer resultatet gitt under.

Malingi | 1 ] 2 | 3| 4]5]6]7]8
Tidsbruk z; | 2.6 | 2.1 | 2.3 | 2.6 | 2.5 | 2.0 | 2.4 | 9.9

a) Regn ut gjennomsnittet og medianentil malingene av tidsbruken. Tegn inn dataene samt gjen-
nomsnittet og medianen for dataene pa tallinja. Kommenter forskjellen mellom gjennomsnittet
og medianen.

Bedriften undret seg over den hgye verdien i maling nummer 8, og ved en neermere undersgkelse av
dataene viste det seg at feil verdi var blitt notert i denne malingen. Det var heller ikke lenger kjent
hva den korrekte verdien var, sa i den videre bruken av dataene sa man bort fra denne malingen og
brukte kun de 7 forste malingene.

Bruk kun de 7 fgrste malingene nar du svarer pa spgrsmalene under.

b) Regn ut gjennomsnittet og medianen til malingene av tidsbruken. Regn ogsa ut utvalgsvari-
ans og utvalgsstandardavvik. Ansla et intervall som vil kunne inneholde omtrent 95% av alle
malinger av tidsbruk for denne jobben.



Oppgave b

Bensinprisen pa to bensinstasjoner i Sandnes er registrert for ulike dager. La X vaere bensinpris pa
den ene stasjonen og Y veere bensinpris pa den andre stasjonen en tilfeldig dag. Registreringer av
X og Y pa 10 tilfeldig valgte dager er vist i tabellen under.

dag ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T; 14.89 | 14.39 | 13.20 | 15.35 | 15.10 | 14.39 | 14.96 | 15.15 | 14.69 | 13.57
Yi 14.99 | 14.39 | 13.65 | 15.25 | 14.99 | 14.09 | 14.66 | 15.25 | 14.36 | 13.57

Det oppgis at 310, x; = 145.69, 370, y; = 145.20, 212, (v; — 7)? = 4.436, og 312, (y; — §)? = 3.414.

a) Regn ut gjennomsnittene, Z og y, og utvalgsstandardavvikene, s, og s,, for bensinprisene pa de
to bensinstasjonene. Kommenter resultatene. (Hint: Du kan spare mye arbeid ved a bruke de
oppgitte resultatene.)

b) Plott bensinprisene pa de to stasjonene mot hverandre i et spredningsplott (scatterplott). Kom-
menter kort hva dette plottet viser.

Oppgave 6

To oljereservoar betraktes, 1 og 2. Sannsynligheten for a finne olje i reservoar 1 er 0.6, og sannsyn-

ligheten for a finne olje i reservoar 2 er 0.7. Sannsynligheten for a finne olje i begge reservoarene er
0.45.

a) Finn sannsyligheten for at man finner olje i minst ett av reservoarene.
b) Finn sannsyligheten for at man ikke finner olje i noen av reservoarene.
c) Finn sannsyligheten for at man finner olje kun i reservoar 1.

d) Finn sannsyligheten for at man finner olje i kun reservoar 1 eller kun reservoar 2 (ikke i begge.

Oppgave 7

I denne oppgaven skal vi se pa utviklingen til en bgrsindeks for tre etterfolgende dager. La B; veere
hendelsen at bgrsindeksen stiger dag 1, la By veere hendelsen at bgrsindeksen stiger dag 2 og la Bs
veere hendelsen at bgrsindeksen stiger dag 3. Basert pa lang tids observasjon av indeksen har man
folgende informasjon:

P(B)) = P(By) = P(Bs) = 054, P(Bs|B;) = P(Bs|Bs) = 0.65, P(Bs|By N By) = 0.73

a) Vis at P(B; N By) = 0.351.
Finn P(Bl U Bg)

b) Simed ord hva By N By og By U By betyr.
Finn P(B; N Bs), dvs sannsynligheten for at indeksen stiger dag 1 og synker dag 2.

c) Vis at P(B; N ByN B;) = 0.25623 og finn P(B; N By N Bs).



Oppgave 8

En markedsundersgkelse i en by viser at i lgpet av en uke har 18% av innbyggerne sett et TV-
program om naturvitenskap eller teknologi, 12%3 har lest i et tidsskrift om emnet, og 10% har gjort
begge deler.

La A vaere hendelsen at en tilfeldig innbygger har sett TV-program om naturvitenskap /teknologi og
la B vere hendelsen at en tilfeldig innbygger har lest et tidsskrift om emnet.

a) Formuler opplysningen gitt over som sannsynligheter knyttet til hendelsene A og B.
Forklar med ord hva P(A|B) betyr, og regn ut sannsynligheten.
Er A og B uavhengige hendelser? Begrunn.

b) Hva er sannsynligheten for at en person som har lest et tiddskrift om naturvitenskap/teknologi
ikke har sett et TV-program om emnet?
Hva er sannsynligheten for at en person som ikke har sett et TV-program om naturviten-
skap/teknologi, har lest et tiddskrift om emnet?

Oppgave 9

Et teknisk system har to komponenter som svikter uavhengig av hverandre. Anta at P(komponent 1 svikter) =
0.1 og P(komponent 2 svikter) = 0.2. Finn sannsynligheten for at systemet ikke svikter i de fplgende
situasjonene:

a) Komponetene er koplet i serie; dvs. systemet virker bare nar begge komponentene virker.

e

b) Komponetene er koplet i parallell; dvs. systemet virker dersom minst en av komponentene
virker.

Oppgave 10

I omradet der Per bor er det 100 husstander. En bedrift sender ut en vareprgve til 10 tilfeldig valgte
husstander i dette omradet.

a) Hva er sannsynligheten for at Per mottar vareprgven?

Kari er nsermeste naboen til Per.

b) Hva er sannsynligheten for at bade Per og Kari mottar vareprgven?

¢) Hva er sannsynligheten for at minst en av de to naboene mottar vareprgven?



Oppgave 11

Spillet Lotto foregar ved at 7 av tallene fra 1 til 34 trekkes ut tilfeldig. De 7 tallene som trekkes ut
kalles vinnerrekken.

a) Dersom man har tippet 5 ulike enkeltrekker i Lotto (dvs 5 ulike kombinasjoner av 7 tall), hva
er sannsynligheten for a fa 7 riktige?

A tippe system i Lotto vil si & velge ut 8, 9, 10, 11 eller 12 av tallene 1 til 34.

b) Dersom man har tippet system med 8 tall, hva er sannsynligheten for a fa 7 riktige? Hva er blir
sannsynligheten for a fa 7 riktige med system med 9 tall?

I tillegg til vinnerrekken pa 7 tall trekkes det ett tilleggstall i Lotto. (Nest storste gevinst gar til de
som har tippet 6 av de 7 vinnertallene og tilleggstallet.)

¢) Dersom man har tippet system med 8 tall, hva er sannsynligheten for a fa 6 riktige og tilleg-
gstallet?

Oppgave 12

Et entreprengrfirma deltar i konkurransen om to store kommunale byggeoppdrag, henholdsvis byg-
ging av en ny barnehage og bygging av eldreboliger. Vi definerer folgende hendelser:

B = firmaet far oppdraget med a bygge barnehagen.
E = firmaet far oppdraget med a bygge eldreboligene.

Ut fra opplysningene firmaet sitter med regner de med at sannsynligheten for at de far oppdraget
med a bygge barnehagen er 0.5, sannsynligheten for at de far oppdraget med a bygge eldreboligene
er 0.6, og sannsynligheten for at de far begge oppdragene er 0.4.

Dvs P(B) =0.5, P(EF) =06 0g P(BNE)=0.4
a) Er hendelsene B og F uavhengige? Begrunn svaret.

b) Hva er sannsynligheten for at firmaet far minst ett av oppdragene?
Hva er sannsynligheten for at firmaet far ingen av oppdragene?

¢) Hva er sannsynligheten for at firmaet ogsa far oppdraget med a bygge barnehagen dersom de
far oppdraget med a bygge eldreboligene?
Hva er sannsynligheten for at firmaet far oppdraget med a bygge barnehagen dersom de ikke
far oppdraget med a bygge eldreboligene?



Firmaet regner med at oppdraget med a bygge barnehagen vil gi et overskudd pa 0.25 millioner
kroner dersom de far oppdraget, mens oppdraget med a bygge eldreboligene vil gi et overskudd pa
0.3 millioner kroner dersom de far oppdraget.

La O = totalt overskudd fra de to mulige oppdragene.

d) Vis at fordelingen til O blir:

o | 0 025 03 0.55
P(O=0)|03 01 02 04

e) Regn ut forventa totalt overskudd.
Regn ogsa ut standardavviket til det totale overskuddet.

Oppgave 13

En satelitt i bane rundt jorda har tre panel med solceller. Alle ma veere aktive for at det skal
produseres tilstrekkelig energi. Panelene fungerer uavhengig av hverandre. Sannsynligheten for at
et panel svikter under et oppdrag er 0.02.

a) Hva er sannsynligheten for at det vil veere tilstrekkelig energi under hele oppdraget?

Oppgave 14

Et bilutleiefirma i en by har to filialer. Den ene filialen har har fire biler og fordelingen til X =antall
biler utleid fra denne filialen er:

« | o 1 2 3 4
P(X =2)[015 020 025 0.20 0.20

Den andre filialen har tre biler og fordelingen til Y=antall biler utleid fra denne filialen er

Y | 0 1 2 3
P(Y=y)|015 040 035 0.10

a) Finn P(X =3), P(X <3), P(X <3), P(Y >2) og P(Y > 2).

b) Finn E(X), E(Y), Var(X) og Var(Y). Gi en pratisk tolkning av E(X) og E(Y).

De faste utgiftene per dag for a drive den fgrste filialen er 1500,-, mens de faste utgiftene per dag
for a drive den andre filialen er 1100,-. For begge filialene er inntektene 750,- per dggn per bil de
har utleid.

La Fx veere fortjenesten (inntekt minus utgifter) per dag fra den ferste filialen og Fy veere fortjen-
esten per dag fra den andre filialen.

¢) Finn E(FY), E(Fy), Var(Fy) og Var(Fy). Hva forteller disse stgrrelsene oss noe om? Hvilken
av filialene gar best?



Oppgave 15

La X veere en stokastisk variabel med E(X) = 0 og SD(X) = 2, og la Y veere en stokastisk variabel
med E(Y) = —1og SD(Y) = 4.

a) Finn E(X —Y) og E(X 4+7Y).
b) Finn Var(X —Y) og Var(X +Y) nar X og Y er uavhengige.
¢) Finn E(3X + 1Y) og Var(:X + 3Y) nar X og Y er uavhengige.

d) Gjenta b) dersom vi istedenfor uavhengighet har at Cov(X,Y) = 1.

Oppgave 16

La X veere antall biler som blir solgt hos en bilforhandler i lgpet av én dag. Sannsynlighetsfordelingen
til X er gitt i tabellen under. Vi kan anta at salget pa ulike dager er uavhengig av hverandre.

x| 0 1 2
P(X =2)[065 025 0.1

a) Finn forventningen og standardavviket til X.

La X7 og X5 veere antall solgte biler pa henholdsvis dag 1 og dag 2, og la Y = X + X, veere totalt
antall solgte biler i lgpet av de to dagene.

b) Finn sannsynlighetsfordelingen til Y.
Finn P(Y > 2). Regn ut forventet totalt salg E(Y) pa to mater.

Bilforhandleren har apent fem dager i uken. Ukentlig salg blir da Z = X; + Xs + X3 + X, + X;.

¢) Finn P(Z =0)og P(Z =1).

Oppgave 17

En bedrift produserer ventiler til bruk pa offshore-installasjoner. Alle produserte ventiler trykktestes,
og ventiler som ikke bestar trykktesten kan ikke brukes. Fra erfaring vet man at 7% av ventilene
ikke bestar trykktesten, og at det er uavhengig fra ventil til ventil om de bestar trykktesten.

Na skal 26 slike ventiler testes. La X veere antallet av disse ventilene som ikke bestar trykktesten.

a) Forklar hvorfor X er binomisk fordelt.

b) Finn:
- Sannsynligheten for at akkurat 2 ventiler ikke bestar testen.
- Sannsynligheten for at feerre enn 2 ventiler ikke bestar testen.
- Sannsynligheten for at minst en ventil ikke bestar testen.
- Sannsynligheten for at mellom 1 og 4 ventiler ikke bestar testen (fra og med 1 til og med
4).
- Forventet antall ventiler som ikke bestar testen.
- Forventet antall ventiler som bestar testen.
- Sannsynligheten for at all ventilene bestar testen.



Oppgave 18

En studentavis hevder at 80% av studentene stgtter avisens syn i en bestemt sak. Et tilfeldig utvalg
pa 10 studenter blir tatt, og det viser seg at 4 av disse er enige med avisen.

a) Regn ut hva sannsynligheten for a fa 4 eller feerre som er enige med avisen i et tilfeldig utvalg
pa 10 blir dersom avisen sin pastand er rett. Kommenter ut fra dette troverdigheten til avisens
pastand.

Oppgave 19

Levetiden til en LED-lysdiode kan antas eksponentialfordelt med forventning 10000 timer.

a) Ta utgangspunkt i sannsynlighetstettheten, og regn ut sannsynligheten for at en slik diode
fungerer i: i) Mindre enn 5000 timer, ii) Mer enn 20000 timer, iii) Mellom 5000 og 10000 timer.

b) Ta utgangspunkt i den kumulative fordelingsfunksjonen og regn ut de samme sannsynlighetene
som i punkt b).

I en lampe brukes to lysdioder av denne typen. Lampen gir lys sa lenge minst en av de to diodene
fungerer. Anta at diodene fungerer uavhengige av hverandre.

¢) Finn sannsynligheten for at lampen gir lys i mer enn 20000 timer.

Oppgave 20

Funksjonstiden til en bestemt type elektroniske styreenheter er eksponentialfordelt med forventning
5 ar.

a) Regn ut sannsynligheten for at en slik styreenhet fungerer i mer enn 2 ar.

b) En bedrift tar i bruk 10 slike styreenheter. Hva er sannsynligheten for at minst 8 av enhetene
fremdeles fungerer etter 2 ar? (Anta at enhetene fungerer uavhengig av hverandre.)

Oppgave 21

Dersom X er en normalfordelt stokastisk variabel med forventning x = 100 og varians o2 = 64, finn:
a) P(X < 107) b) P(X < 97) c) P(X > 110)
d) P(95 < X < 106) e) P(60 < X < 108) f) bslik at P(X > b) = 0.8708



Oppgave 22

Et bryggeri har en tappemaskin som tapper ¢l pa bokser som skal inneholde 0.5 liter gl. Tappemask-
inen er imidlertid ikke helt presis, sa mengden ¢l som blir tappet vil variere litt fra boks til boks.
Vi antar at glmengden som blir tappet pa en boks er normalfordelt med forventning p = 0.5 liter
og standardavvik o = 0.015 liter. Vi antar ogsa at mengden ¢l tappet pa ulike bokser er uavhengig.

a) Vis at sannsynligheten for at det tappes mindre enn 0.49 liter ¢l pa en glboks er 0.25.
b) Regn ut sannsynligheten for at det tappes mellom 0.47 og 0.53 liter ¢l pa en glboks.

¢) Finn den verdien k som er slik at bryggeriet kan garantere at 99% av alle glbokser inneholder
minst £ liter gl.

d) Finn sannsynligheten for at minst 2 av 6 glbokser inneholder mindre enn 0.49 liter gl.
e) Finn sannsynligheten for at minst 20 av 60 glbokser inneholder mindre enn 0.49 liter gl.

f) Regn ut sannsynligheten for at gjennomsnittlig mengde ¢l i 6 bokser er mindre enn 0.49 liter.

g) Regn ut sannsynligheten for at gjennomsnittlig mengde ¢l i 60 bokser er mindre enn 0.49 liter.

h) Sammenlign svarene i a), f) og g) og kommenter.

Oppgave 23

En bedrift produserer en type pumper som brukes i offshoreinstallasjoner. Alle ferdigproduserte
pumper funksjonstestes, og pa noen av pumpene finner man en eller flere feil. Basert pa lang tids
erfaring vet man at antall feil man finner per pumpe, X, har sannsynlighetsfordelingen gitt i tabellen
under.

« |0 1 2 3
P(X =2)[093 004 0.02 0.01

a) Regn ut E(X) og Var(X).

Na skal 100 uavhengige pumper funksjonstestes.

b) Hva er forventet totalt antall feil i 100 pumper?
Hva er sannsynligheten for at totalt antall feil i 100 pumper er mindre enn 107

Oppgave 24

Antall bakterier i en volumenhet av en vannprgve er Poisson-fordelt med forventning 2.5.

a) I en slik vannprgve (pa en volumenhet), hva er sannsynligheten for:
i) Ngyaktig to bakterier, ii) Feerre enn tre bakterier, iii) Minst fire bakterier

b) T en vannprgve pa tre volumenheter, hva er sannsynligheten for:
i) Ngyaktig to bakterier, ii) Feerre enn tre bakterier, iii) Minst fire bakterier

c) 1 en vannprgve pa ti volumenheter, hva er sannsynligheten for mer enn 20 bakterier? (Hint:
Tilngerming til normalfordeling)



Oppgave 25

En basketballspiller skarer pa 80 % av skuddene. Anta at det er uavhengig fra skudd til skudd om
det blir skaring. Pa 120 skudd, hva sannsynligheten for at hun skarer

a) Mindre enn 90 ganger? b) 105 eller flere ganger? c¢) Ngyaktig 100 ganger?

Oppgave 26

Det er gjort flere prgver av smeltepunktet for en ny legering. Maleapparatets presisjon oppgis ved at
standardavviket til malinger er 7 grader. (Dvs.: en maling kan oppfattes som utfall av en stokastisk

variabel med standardavvik 7 og forventning lik det virkelige smeltepunktet.)

a) Dersom vi skal ta 80 malinger, hva er sannsynligheten for at gjennomsnittet av malingene ikke
vil avvike fra det virkelige smeltepunktet med mer enn 1.54 grader 7

Oppgave 27

La X veere hgyden til en tilfeldig mann og la Y vaere hgyden til en tilfeldig kvinne. Anta at
X ~ N(180,6) og at Y ~ N(167,6) malt i cm.

a) Regn ut P(X <Y) og forklar hva dette i praksis betyr.
b) Regn ut P(X 4+ Y > 350) og forklar hva dette i praksis betyr.

¢) Regnut P((X +Y)/2 < 170) og forklar hva dette i praksis betyr.

Oppgave 28

a) Forklar med ord hva p, z, 0% og s er.
Hva er forskjellen pa p og z7
Hva er sammenhengen mellom p og z7
Forklar med ord hva det i praksis betyr at en estimator er forventningsrett.



Oppgave 29

Total nedbgrsmengde (i mm) pa Sola for april og august maned er registrert i de 41 arene 1958 -
1998. Fglende storrelser er beregnet for datasettene:

maned ‘ gj.snitt utv.stand.avvik min. 1. kvartil median 3. kvartil maks.
april 52.7 26.4 3.0 40.0 48.9 64.1 126.3
august | 119.1 57.4 4.9 77.5 118.2 149.5 241.2

a) Hva er estimert forventet nedbgrsmengde i april og i august?
Hva er estimert standardavvik for nedbgrsmengden i april og i august?

Histogram over dataene:

20— 10—

Frequency

Frequency

o
T T
0,00 20,00 40,00 60,00 80,00 100,00 120,00 140,00 0,00 50,00 100,00 150,00 200,00 250,00
april august

b) Synes det rimelig & bruke normalantakelse (antagelse om normalfordeling) for disse dataene?
Hvilke av konfidensintervallene det spgrres om i punkt c¢) og d) under krever normalantagelse?

c) Finn 95% konfidensintervall for forventet nedbgrsmengde i april og i august. Sammenlign de to
intervallene og kommenter kort.

d) Finn 95% konfidensintervall for standardavviket for nedbgrsmengde i april og i august.

Oppgave 30

Man vil undersgke oppslutningen i befolkningen om en bestemt sak. For a finne ut hvor stor andel
som er for saken, skal det gjennomfgres en meningsmaling. Det skal benyttes n = 1200 tilfeldig
utvalgte. La p veere andelen av befolkningen som er for saken, og la X veere antall av de 1200 i
utvalget som er for.

a) Gi en forklaring pa hvorfor vi kan bruke at X er binomisk fordelt.

b) Dersom p = 0.52, hva er sannsynligheten for at undersgkelsen vil indikere at det ikke er flertall
for saken i befolkningen?

I realiteten er p ukjent, det er derfor undersgkelsen utfgres. Resultat av undersgkelsen ble at 740 av
de 1200 i utvalget var for.

c) Estimer andelen, p, som er for i befolkningen, og beregn et tilngermet 90 % konfidensintervall
for andelen.

d) Dersom man gjer en slik meningsmaling hver maned og hver gang beregner et slik 90 % konfi-
densintervall, hvor stor andel av intervallene vil ikke dekke den virkelige verdien av p ?



Oppgave 31

Tappemaskinen omhandlet i oppgave 22 gjennomgar en overhaling, og man er usikker pa om mask-
inen etterpa er korrekt innstilt. Vi antar derfor na at forventet mengde ¢l per boks, u, er ukjent.
Vi antar som fgr at standardavviket er o = 0.015 liter, og at mengden ¢l tappet pa ulike bokser er
uavhengig og normalfordelt.

For a kartlegge hvordan maskinen er innstilt gjgres en undersgkelse hvor man maler mengden ¢l i
24 bokser. Resultatet av denne undersgkelsen ble at gjennomsnittlig mengde ¢l i de 24 boksene var
0.497 liter.

a) Utled et 95% konfidensintervall for i, og regn ut et tallsvar fra informasjonen gitt over.

I en ny undersgkelsen ble mengden ¢l i 12 bokser malt, og man fant her at gjennomsnittlig mengde
gl i de 12 boksene var 0.494 liter.

Vi gnsker na a kombinere informasjonen fra de to undersgkelsene til en best mulig estimator for .
La Xi,..., Xo4 betegne malt mengde ¢l i hver av de 24 boksene i den fgrste undersgkelsen og la

Y1,..., Y12 betegne malt mengde ¢l i hver av de 12 boksene fra den andre undersgkelsen. La videre
X = i # XiogY = % 12, Y;. Fglgende to estimatorer som bruker informasjonen fra begge de

to undersgkelsene er foreslatt:

~

1 =

~

X+2Y og Uo = X+2Y

N | =
N | —
wl N
Wl =

b) Vis at begge estimatorene fi; og fio er forventningsrette.
Regn ut estimatorenes varians. Hvilken estimator er best? Begrunn svaret.

¢) Bruk den estimatoren du mener er best og regn ut et estimat for p. Finn ogsa et tilhgrende
95% konfidensintervall.

Oppgave 32

Vekten av ulike brgd fra et bakeri vil variere litt (avhengig av porsjonering av deig, etc). For fire
tilfeldig utvalgte brgd fikk man fglgende resultater: 782, 758, 775, 769 (gram).
a) Beregn gjennomsnitt, utvalgsstandardavvik og median for datasettet.

Anta at vekten av et tilfeldig valgt brgd er normalfordelt med forventning i og standardavvik o.
Anta videre at vektene av ulike brgd er uavhengige av hverandre. Anta i punkt b) at g = 780 og
o = 10.

b) Hva er sannsynligheten for at den samlede vekten av to brgd er mindre enn 15407
Hva er sannsynligheten for at den gjennomsnittlige vekten av to slike brgd er mindre enn 7757

Anta i resten av oppgaven at p og o er ukjente.

c) Beregn et 95% konfidensintervall for p i denne situasjonen.
Det blir pastatt at bakeriet lager brgd som har lavere forventet vektet enn en oppgitte forventet vekt
pa p = 780 gram.

d) Formuler pastanden som en hypotesetest og utfer testen. Bruk 5% niva.
Forklar hva resultatet av testen i praksis betyr.



Oppgave 33

I en undersgkelse av forurensing i en innsjo er blykonsentrasjonen i gvre sedimentlag pa innsjgbunnen
registrert i 25 prover (hver pa 1 liter).
Resultatene ble: gjennomsnitt 0.38 og utvalgsstandardavvik 0.06.

a) Hvilke antagelser ma vi her gjgre for a kunne lage konfidensintervall eller gjgre hypotesetester
for forventet blykonsetrasjon? Anta i punkt b) og c¢) under at disse antagelsene holder.

b) Finn et 98% konfidensintervall for forventet blykonsetrasjon.

¢) Er det grunn til a konkludere at forventet blykonsentrasjon er hgyere enn 0.357
Formuler spgrsmalet som et hypotesetestingsproblem og gjennomfor testen med niva 1%.

Oppgave 34

Ga tilbake til oppgave 16. Vi fant der at antall biler solgt per dag hadde forventningsverdi 0.45 og
varians 0.4475. Anta at bilforhandleren holder apent 300 dager i lgpet av ett ar.

a) Hva er sannsynligheten for at bilforhandleren selger minst 125 biler i lgpet av ett ar?

Oppgave 35

En veiingenigr studerer stgrkningstiden til en ny sementblanding til bruk for a utbedre hull i veiba-
nen. Registreringer fra 100 gangers bruk gav stgrkningstider med gjennomsnitt 32 minutt og utval-
gsstandardavvik 4 minutt.

Anta at stgrkningstidene er uavhengige og identisk fordelt (dvs alle stgrkningstidene har samme

fordeling).

a) Hvorfor trenger vi i denne situasjonen ikke a anta normalfordeling for malingene for a kunne
lage konfidensintervall eller gjgre hypotesetester om forventningsverdien?

b) Finn et tilneermet 95% konfidensintervall for forventet stgrkningstid.

c) Man regnet tidligere med en stgrkningstid pa 30 minutter for en lignende sementblanding. Kan
man si at den nye sementblandingen har en forventet stgrkningstid forskjellig fra 30 minutt?
Formuler spsrsmalet som et hypotesetestingsproblem og gjennomfgr testen med signifikansniva

1%.

Oppgave 36

En bedrift produserer pumper til bruk pa offshoreinstallasjoner. Over tid har det vist seg at 7%
av alle produserte pumper har en feil. Det gjgres en del endringer i produksjonsprosessen for a
prove a redusere andelen produserte pumper med feil. Etter endringene i produksjonsprosessen er
innarbeidet teller man opp hvor mange pumper med feil man finner i en produksjon pa n uavhengige
pumper. Man gnsker a bruke denne informasjonen til a avgjgre om andelen pumper med feil er
redusert.

a) Formuler problemstillingen som en hypotesetest. Utfgr testen nar resultatet ble at manin = 100
pumper fant 3 pumper med feil. Bruk 5% niva. Regn ogsa ut testens p-verdi.



Oppgave 37

Antall bakterier Y it volumenheter av en bestemt bakteriekultur er Poissonfordelt med forventning
At, der \ er en parameter som angir gjennomsnittlig antall bakterier per volumenhet i kulturen.

a) Vi antar i dette punktet at A = 70. Hva er forventet antall bakterier i en prgve pa 3 volum-
enheter?
Finn ogsa sannsynligheten for at det er mer enn 200 bakterier i en slik prove.
Vi antar na at A er ukjent, og for a estimere A skal det tas 5 prgver fra kulturen, hver pa 3
volumenheter. Bakterieantallene i prgvene, Y7, Y5, Y3, Y), Y5 kan antas a veere uavhengige variabler.

b) Forklar kort hvorfor A = (Y 4 Y5 4 Y3 4 Y, 4 Y3)/15 er en rimelig estimtor for \.
Vis at estimatoren er forventningsrett og finn estimatorens varians.

I de 5 provene ble det totalt funnet 1084 bakterier.

c) Finn et (tilnsermet) 95% konfidensintervall for A.

Oppgave 38

I oppgave 5 sa vi pa data for bensinprisen pa to bensinstasjoner i Sandnes pa ulike dager. La X
veere bensinpris pa den ene stasjonen og Y veere bensinpris pa den andre stasjonen en tilfeldig dag.
Registreringer av X og Y pa 10 tilfeldig valgte dager gav dataene under.

dag ¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T; 14.89 | 14.39 | 13.20 | 15.35 | 15.10 | 14.39 | 14.96 | 15.15 | 14.69 | 13.57
Yi 14.99 | 14.39 | 13.65 | 15.25 | 14.99 | 14.09 | 14.66 | 15.25 | 14.36 | 13.57

Det oppgis at 3,2, x; = 145.69, 312, y; = 145.20, 310, (2 — 7)? = 4.436,
S0 (y; — )2 = 3.414 og 10, (2 — 7)(yi — §) = 3.670.

a) Regn ut korrelasjonen mellom bensinprisene og kommenter resultatet.
b) Regn ut en estimert regresjonslinje for sammenhengen mellom bensinprisene ved de to bensin-

statsjonene.
Lag et spredningsplott for dataene og tegn regresjonslinja inn i spredningsplottet.



Oppgave 39

Et bestemt stoff tilsatt bensinen antas a kunne redusere utslipp av nitrogenoksid (NOX) fra bilmo-
torer. For a undersgke dette naermere, ble mengde tilsetningsstoff, x, og reduksjon i NOX-utslipp,
Y, malt for n = 12 biler. Dataene er gitt i tabellen under.

bili | 1 2 3 14| 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12
T 1 1 2 4 | 4 ) 6 6 7| 8 8
yi (2112513113 (38(32|43(39[44(48]43]|4.5

w

Det oppgis at 3;2, x; = 55, Y12, v = 43.9, 12, (v, — 7)? = 68.9,
12 (g — ) = 8.19 0g X2, (2 — ) (i — ) = 21.89.

Vi vil gjore en regresjonsanalyse av dataene for a studere forventet reduksjon i NOX-utslipp som
funksjon av x.

a) Lag et spredningsplott av dataene. Regn ut korrelasjonen mellom mengden tilsetningsstoff og
reduksjon i NOX-utslipp og kommenter.

b) Still opp modellen for enkel regresjonsanalyse. Hva er vanlige antakelser? Gi en praktisk
fortolkning av stigningstallet i modellen.

¢) Regn ut estimert regresjonslinje for sammenhengen mellom mengden tilsetningsstoff og reduk-
sjon i NOX-utslipp. Tegn regresjonslinja inn i spredningsplottet i punkt a).

d) Det oppgis her at SSg er 1.235. Hva blir estimatet av variansen rundt regresjonslinja?
Er det sammenheng mellom mengde tilsetningsstoff og reduksjon i NOX-utslipp? Besvar
spogrsmalet ved hjelp av en passende hypotesetest. Gjor klart hva Hy og H; er. Bruk 5%
signifikansniva.

Oppgave 40

I denne oppgaven skal vi se litt mer pa egenskapene til estimatoren for 5 i den enkle linesere re-
gresjonsmodellen.

a) Vis at B er en forventningsrett estimator for (.

(Hint: Bruk resultatet pa side 15 i notatene som sier at § = Zigxz(_j)_()_/’)g_y) = %ﬁl(: i__j_))? )
i=1 \Fi ™% i=1\ i

A 2

b) Vis at Var(f) = El"i

g (@i—T)27



Oppgave 41

Tabellen under viser salgsprisen (i tusen kroner) og boligarealet (i kvadrameter) for leiligheter solgt
i Stavanger.

areal, z; | 75 73 93 91 64 69 49 110 | 79 85 101 58
pris, y; | 2952 | 2723 | 3500 | 4005 | 2060 | 2560 | 1910 | 5500 | 3150 | 3535 | 3390 | 2120
areal, x; | 66 72 95 120 | 102 82 65 76 82 74 84
pris, y; | 2455 | 2795 | 3360 | 4010 | 4625 | 3430 | 2300 | 3150 | 3450 | 2750 | 3690

Det oppgis at 7, ; = 1865 og 7, y; = 73420. Datautskriften vi far nar vi bruker R til & tilpasse
en regresjonsmodell til dataene er vist under.

> regmod = lm(pris~areal)
> summary (regmod)

Call:
Im(formula = pris ~ areal)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-888.25 -159.16 1.23 189.33 1040.18

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -362.953 423.420 -0.857 0.401
areal 43.843 5.115 8.572 2.68e-08 **x

Signif. codes: 0 “**x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 409 on 21 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7777,Adjusted R-squared: 0.7671
F-statistic: 73.48 on 1 and 21 DF, p-value: 2.675e-08

> confint (regmod)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -1243.50319 517.59805
areal 33.20665 54.48012

a) Skriv ned den enkle linesre regresjonsmodellen. Hvorfor er det rimelig a sette kvadrameter
som z-variabelen og salgspris som Y-variabelen nar vi tilpasser en regresjonsmodell til disse
dataene?

Gi en praktisk tolkning av [-parameteren i regresjonsmodellen i denne situasjonen. Har a-
parameteren en praktisk tolkning i denne situasjonen?
Hva er gjennomsnittlig kvadratmeterpris for de solgte leilighetene?

b) Skriv ned den estimerte regresjonslinja.
Hvor mye stiger estimert forventet pris nar stgrrelsen gker 10 kvadrameter?
Hva er estimert forventet salgspris for en leilighet pa 75 kvadratmeter?

¢) Forklar kort hvordan vi raskt kan fastsla at det er reell sammenheng mellom areal og pris.
Lag bade 95% konfidensintervall og 95% prediksjonsintervall for salgsprisen for en leilighet pa
75 kvadratmeter. Forklar hva de to intervallene forteller oss.



I figuren under er det vist fire forskjellige plott knyttet til regresjonsmodellen.

d)

pris
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Forklar kort hva hvert av plottene over viser.
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Hvordan er residualene til en regresjonsmodell definert? Regn ut tallverdien til residualet for
den fgrste observasjonen.
Skriv ned de fire antagelsene en lineser regresjonsmodell bygger pa, og for tre av antagelsene
bruk plottene over til & avgjgre om antagelsene er oppfylte.

Hvor stor andel av den totale variasjonen i dataene er forklart av regresjonslinja? Forklar kort.
Nevn noen faktorer som i denne situasjonen bidrar til variasjonen rundt regresjonslinja.



Oppgave 42

Ozon i lufta ved bakkeniva kan veaere et alvorlig forurensingsproblem dersom konsentrasjonen blir
for stor. I denne oppgaven skal vi se pa sammenhengen mellom ozonmengde og tre vaervariable som
antas a kunne ha innvirkning pa ozonmengden i lufta, temperatur, vindhastighet og solstraling.

Data og plott av dataene fra 24 uavhengige malinger tatt pa ulike tidspunkt ved en malestasjon like

utenfor en amerikansk storby er gitt nedenfor.

Maling 4 1 2 3 4 9 6 7 8 9 10 11 12
Ozon y; 41 36 12 18 23 19 8 16 11 14 18 14
Temperatur xy; | 19 | 22 23 17 18 13 16 21 19 20 14 18
Vind xo; 74 180|126 | 11.3 | 86 | 13.8 | 20.1 | 9.7 | 9.2 | 109 | 13.2 | 11.3
Sol x3; 190 | 110 | 149 | 313 | 299 | 99 19 1256 | 290 | 274 | 65 | 334
Maling 4 13 14 15 16 | 17 18 19 | 20 21 22 23 | 24
Ozon y; 34 6 30 | 11 1 11 4 32 23 45 37 | 65
Temperatur xy1; | 19 14 20 17 | 15 23 16 16 19 27 24 | 26
Vind xo; 12.0 | 184 | 11,5 |1 9.7 1 9.7 | 16.6 | 9.7 | 12.0 | 12.0 | 149 | 74 | 5.7
Sol x3; 307 | 78 | 322 | 44 | 8 | 320 | 25 | 92 13 | 252 | 279 | 223
] . 1. ] .
8 - . 3 - . 3 - .
c 9 - . = 94 ¢ . .
g o e °, * § o * § o o .’.
Z o LX) Z | ° 2 e o °
2 ) .o.. [ ] 2 c:.. * [} Z o. o ..o.o.
- 7 ° : — 7 ° Y — T .. °
o [ o 3 o e
T 1 T T T 1 T T T T T T T T T
14 18 22 26 5 10 15 20 0 100 200 300 400
temperatur vind sol
o . 3 7] . S
° . g - ..3: o _ g | o .’. °
ﬁ | ° ] .. % . L] (Y
E ®e . 2 & g 8§ o
° .oo.g [ g °
= ooo.: 0. . a_.‘ .. ° 8 o. .: .
o [ ] o 4 .. o : ° °
T 1 T T T 1 T T T 1 T T T T T
14 18 22 26 14 18 22 26 5 10 15 20
temperatur temperatur trykk




For a undersgke hvordan ozonmengden avhenger av de tre veervariablene tilpasser vi fgrst

regresjonsmodellen Y = Bo + Bz + Bots + Bats + €
der e ~ N(0,0) og vi antar at for ulike malinger sa er ey, ..., e, uavhengige.

Nar vi bruker et R til a estimere denne modellen fra dataene over far vi datautskriften gitt under.

> regmod = 1lm(ozon~temp+vind+sol, data=0zondata)
> summary (regmod)

Call:
Im(formula = ozon ~ temp + vind + sol, data = Ozondata)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-17.6601 -11.1203 0.8171 8.9985 20.4124

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) -5.373029 18.335857 -0.293 0.7725

temp 2.220528 0.800885 2.773  0.0117 =

vind -1.233617 0.767297 -1.608 0.1236

sol -0.003325 0.024774 -0.134 0.8946

Signif. codes: 0 “**x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 12.13 on 20 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4502,Adjusted R-squared: 0.3677
F-statistic: 5.458 on 3 and 20 DF, p-value: 0.006603

a) Skriv ned den estimerte regresjonslinja.
Regn ut predikert mengde ozon en dag med temperatur 20, vind 10 og sol 100.
Gi en praktisk tolkning av hver av de estimerte parameterverdiene 3y, 52 og (3.

b) Har veervariablene i modellen samlet sett innflytelse pa ozonmengden? Formuler dette som en
hypotesetest og utfgr testen pa 5% signifikansniva.
Tyder informasjonen fra datautskriften pa at hver enkelt av variablene i modellen har betydning
eller kan noen av variablene utelates? Forklar kort

Ved a stegvis ta ut veervariabler som ikke har signifikant betydning blir man staende igjen med en

modell med bare temperatur som z-variabel. I resten av oppgaven skal vi bruke denne modellen.
Utskriften vi far nar vi bruker R til a estimere denne modellen fra dataene over er gitt under.

> regmod = lm(ozon~temp, data=0zondata)
> summary (regmod)

Call:
Im(formula = ozon ~ temp, data = Ozondata)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-21.0540 -10.5355 0.9614 6.9552 25.4367
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t|)

(Intercept) -25.517 13.217 -1.931 0.06652 .
temp 2.503 0.683 3.665 0.00136 *x
Signif. codes: O “*%x’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 12.29 on 22 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3791,Adjusted R-squared: 0.3509
F-statistic: 13.43 on 1 and 22 DF, p-value: 0.001361



Plott av data og residualer:
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Hvordan er residualet til den ite observasjonen i en regresjonsmodell definert?

Regn ut residualet til observasjon nummer 7 (i=7).

Hvilke modellantagelser kan vi sjekke ved ulike plott av residualene? Hvordan bgr disse
plottene se ut dersom modellantagelsene holder?

Tyder residualplottene pa forrige side pa at den tilpassede modellen er en god modell?

Ved malestasjoner i andre omrader har man erfart at en gkning i temperaturen pa 1 grad gir en
pkning i forventet ozonmengde pa 2. Er det grunn til a pasta at dette forholdet er anderledes
i omradet vare malinger er hentet fra? Formuler denne pastanden som en hypotestest og utfer
testen pa 5% signifikansniva.

Finn et 95% prediksjonsintervall for mengde ozon en dag med temperatur 25.
Det oppgis her at 7, x; = 456, der x; er temperatur dag i.



Oppgave 43

I en kjemisk prosess for fremstilling av bestemte gasser forbrukes koks. Koksforbruket avhenger av
blandingsforholdet mellom luft og damp i en luft/damp-blanding som tilfgres prosessen. Vi skal se
pa sammenhengen mellom luft/damp-forholdet og koksforbruk. Data for 27 malinger av samhgrende
verdier for luft/damp-forhold og koksforbruk er gitt under.

Maling i 1 2 | 3 ] 4] 5] 6 7] 8709
Koksforbruk y; 0.05| 1.35 | 1.28 | 1.15 | 1.18 | 1.14 | 1.05 | 1.49 | 1.10
Luft/damp-forhold z; | 2.11 | 2.29 | 2.32 | 2.32 | 2.25 | 2.22 | 2.20 | 2.41 | 2.19

Maling ¢ 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Koksforbruk y; 0.70 | 0.78 | 0.31 | 0.51 | 0.71 | 0.51 | 0.53 | 0.50 | 0.34
Luft/damp-forhold z; | 2.06 | 1.99 | 1.62 | 1.59 | 1.70 | 1.76 | 1.33 | 1.23 | 1.40

Maling ¢ 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Koksforbruk y; 0.68 | 0.70 | 0.49 | 0.50 | 0.66 | 0.46 | 0.40 | 0.51 | 0.51
Luft/damp-forhold z; | 1.38 | 1.96 | 1.47 | 1.42 | 1.33 | 1.65 | 1.26 | 1.61 | 1.74

Datautskriften vi far nar vi bruker R til a tilpasse en enkel lineaer regresjonsmodell til dataene, et
plott av dataene med regresjonslinjen tegnet inn og et plott av residualene er vist under.

> regmod = 1lm(koksforbruk~luft_damp, data=koksdata)
> summary (regmod)

Call:
Im(formula = koksforbruk ~ luft_damp, data = koksdata)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-0.303870 -0.111791 -0.004474 0.102556 0.270095

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.63724 0.15608 -4.083 4e-04 **x*
luft_damp 0.77229 0.08451 9.139 1.91e-09 **x*

Signif. codes: 0 “#*%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 0.1662 on 25 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7696,Adjusted R-squared: 0.7604
F-statistic: 83.52 on 1 and 25 DF, p-value: 1.91e-09
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a)

Skriv ned den enkle linescre regresjonsmodellen, og spesifiser alle antagelsene vi gjgr nar vi
tilpasser en slik modell.

Hvordan er residualene i en enkel lineser regresjonsmodell definert? Regn ut residualet for den
forste og den siste malingen.

Hvilke modellantagelser kan vi sjekke ut fra residualplottet gitt pa forrige side? Tyder plottet
pa at den tilpassede linesere modellen er god?

I stedet for den linesere modellen skal vi na prgve den kvadratiske regresjonsmodellen

Y:ﬁ0+ﬂ1$+ﬂ2$2+€

der e ~ N(0,0) og vi antar at ey, ..., e, er uavhengige. Datautskrift og plott er vist under.

> regmod2 = lm(koksforbruk™luft_damp+I(luft_damp~2), data=koksdata)
> summary (regmod?2)

Call:
Im(formula = koksforbruk ~ luft_damp + I(luft_damp~2), data = koksdata)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.17722 -0.03948 0.01845 0.02922 0.19279
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 3.2043 0.5861 5.468 1.28e-05 *x*x
luft_damp -3.6462 0.6672 -5.465 1.29e-05 **x
I(luft_damp~2) 1.2154 0.1830 6.642 7.19e-07 **x
Signif. codes: O “*xx’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x> 0.05 “.” 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 0.1007 on 24 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9188, Adjusted R-squared: 0.9121
F-statistic: 135.8 on 2 and 24 DF, p-value: 8.178e-14
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Tyder residualplottet over pa at den kvadratiske modellen er bedre enn den linesere modellen?
Forklar. Hvilke andre plott av residualene ville du lage i tillegg til plottet over for a sjekke
modellantagelsene?

Skriv ned den estimerte regresjonslinja. Regn ut estimert forventet koksforbruk nar luft/damp-
forholdet er 2.2.

Trenger vi a ha med kvadratleddet i modellen? Avgjor dette ved a utfere en hypotesetest. Skriv
ned nullhypotese og alternativ hypotese og gi resultatet av testen. Bruk 5% niva.



Til slutt prover vi a tilpasse en modell med tredjegradspolynom:

Y = By + Bix + Box® + Baz® + e
Datautskrift for denne modellen er vist under.
> regmod3 = lm(koksforbruk™luft_damp+I(luft_damp~2)+I(luft_damp~3), data=koksdata)
> summary (regmod3)
Call:

Im(formula = koksforbruk ~ luft_damp + I(luft_damp~2) + I(luft_damp~3),
data = koksdata)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.187725 -0.039912 0.007701 0.037551 0.187705
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.3142 3.2749 0.401 0.692
luft_damp -0.3472 5.6617 -0.061 0.952
I(luft_damp~2) -0.6584 3.1982 -0.206 0.839
I(luft_damp~3) 0.3467 0.5907 0.587 0.563

Residual standard error: 0.1021 on 23 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.92, Adjusted R-squared: 0.9096
F-statistic: 88.2 on 3 and 23 DF, p-value: 9.198e-13

d) Er modellen med andregradspolynom eller modellen med tredjegradspolynom den beste mod-
ellen for dataene? Bruk informasjon i de to datautskriftene til a sammenligne de to modellen
og til a avgjere hvilken modell som er best.



Oppgave 44

I tabellen under er det vist data over prosentvis endring av Dow Jones indeksen de fem fgrste dagene
av aret, x;, og for hele aret, y;, for tretten ulike ar.

;| 15102 (-01]28 |22 ]-16|-13|56|-14]14| 15 |-47|1.1
yi | 149 1-92119.6 | 203 | -3.7 | 27.7 1226 | 23 | 11.9 | 27 | -4.3 | 20.3 | 4.2

Datautskriften vi far nar vi bruker R til a tilpasse en regresjonsmodell til dataene er vist under.

>x =c¢(1.5, 0.2,-0.1,2.8, 2.2,-1.6,-1.3,5.6,-1.4,1.4 ,1.5 ,-4.7,1.1)
>y = c(14.9,-9.2,19.6,20.3,-3.7,27.7,22.6,2.3 ,11.9, 27,-4.3,20.3, 4.2)
> rmod = 1lm(y~x)
Call:
Im(formula = y ~ x)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-21.7352 -6.5044 0.7491 7.0137 16.9058
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)

(Intercept) 12.942 3.420 3.784 0.00302 *x*
X -2.034 1.378 -1.476 0.16797
Signif. codes: 0 “*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 12.02 on 11 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.1653,Adjusted R-squared: 0.08944
F-statistic: 2.179 on 1 and 11 DF, p-value: 0.168

a) Skriv ned den estimerte regresjonslinja. Hva betyr det i praksis at B er negativ? Lag et
spredningsplott for dataene og tegn inn den estimerte regresjonslinja i plottet.

b) Skriv ned den observerte verdien pa R? og kommenter kort.
Er det reell ssmmenheng mellom prosentvis endring av indeksen de fem fgrste dagene og en-
dringen for hele aret? Formuler dette som en hypotesetest og gi konklusjonen av testen. Hva
betyr dette i praksis? Kan vi bruke endringen av indeksen de forste fem dagene til a predikere
endringen for hele aret?

Oppgave 45

I en undersgkelse av startlgnn for nyutdannede ingenigrer fant man for menn og kvinner i en bestemt
bransje fplgende tall (i 1000 kroner):

menn, z; | 434 | 399 | 450 [ 439 | 440 | 459 | 444 | 468 | 488 | 455 | 490 | 425
kvinner, y; | 430 | 478 | 480 | 487 | 489 | 466 | 479 | 480 | 495

Man har altsa tall for ny = 12 menn og ny = 9 kvinner. Det oppgis at Y12, z; = 5391,
9 Ly =4284, 302 (1, — T)? = 7206.25 og 39, (y; — 9)? = 2912

Anta at alle malinger er uavhengige og normalfordelte med samme ukjente varians o2 og med for-
ventning px for menn og uy for kvinner.

a) Er det forskjell i forventet lonn mellom nyutdannede kvinner og menn i denne bransjen? For-
muler problemstillingen som en hypotesetest og utfor testen. Bruk 5% signifikansniva.



Oppgave 46

En bedrift tilbys et kurs som det pastas at vil gjgre arbeiderne mer effektive. Bedriften bestemmer
seg for a forst teste ut kurset pa en liten gruppe ansatte. De velger ut 10 arbeidere som skal prove
kurset. Fgr kurset maler de hvor lang tid hver av disse arbeiderne bruker pa a gjennomfgre en
arbeidsoppgave, og sa maler de pa nytt en stund etter kurset hvor lang tid de bruker pa a gjore den
samme oppgaven. De malte tidene (i minutter) er gitt i tabellen under.

Person, i 112134 5|6 |7]8]9]10
For kurs, x; | 48 | 53 | 52 | 57 | 43 | 53 | 59 | 71 | 40 | 61
Etter kurs, y; | 45 | 42 | 58 | 50 | 41 | 47 | 53 | 66 | 45 | 53
Differanse, d; | 3 |11 | -6 | 7 | 2 | 6 | 6 | 5 |-5| 8

Det oppgis at 312, d; = 37 og 312, (d; — d)? = 268.1

a) Blir arbeiderne mer effektive av kurset? Formuler dette som en hypotesetest og utfer testen.
Si kort hvilke antagelser testen bygger pa.
Hva kalles den typen forsgk som er utfert her? Nevn kort en annen fremgangsmate bedriften
kunne ha brukt for a teste effekten av kurset. Diskuter kort fordeler og ulemper med de to ulike
fremgangsmatene.

Oppgave 47

I en kartlegging av hvordan menn og kvinner stemte ved forrige valg ble et tilfeldig utvalg kvinner
og menn spurt om hvordan de stemte ved forrige valg. Resultatet er summert opp i tabellen under.

sosialistisk | borgerlig | stemte ikke
kvinner 203 211 96
menn 152 230 108

a) Bruk en kjikvadrattest til a avgjore om undersgkelsen gir grunnlag for a konkludere at det er
forskjell mellom menn og kvinner i hvordan de stemte. Bruk 5% niva.
Er forutsetningene for testen oppfylte? Kommenter kort.

Oppgave 48

En bedrift som driver med matvareproduksjon er i sin produksjon bl.a. avhengige av at vannet
som brukes holder god kvalitet. For a holde kontroll pa vannkvaliteten tas det hver dag prever
der man bl.a. sjekker humusinnholdet i vannet. Basert pa lang tids erfaring har man funnet ut at
humusinnholdet i vannet en tilfeldig dag er normalfordelt med forventning p = 10 og varians 02 = 2
(pa en skala for humusinnhold der 0 tilsvarer ingen humus). Vi skal ogsa anta at humusinnholdet
i vannet pa ulike dager er uavhengig. (I praksis kan denne uavhengighetsantagelsen veere tvilsom
men det skal vi se bort fra i denne oppgaven.)

Dersom humusinnholdet en dag overskrider verdien 13 er vannkvaliteten sa darlig at produksjonen
ma stanses.

a) Vis at sannsynligheten for at produksjonen ma stanses en tilfeldig dag pa grunn av for hgyt
humusinnhold er 0.017.
Regn ogsa ut sannsynligheten for at humusinnholdet en tilfeldig dag er mellom 8 og 127



b) Finn den verdien a som er slik at det er 95% sannsynlighet for at humusinnholdet en tilfeldig
dag er mellom 10 — a og 10 + a.

¢) Forklar hvorfor antall arbeidsdager der produksjonen ma stanses i lgpet av en maned med 20
arbeidsdager er binomisk fordelt med parametre n = 20 og p = 0.017.

d) Hva er sannsynligheten for at produksjonen ma stanses pa grunn av for hgyt humusinnhold
minst en arbeidsdag i lgpet av en maned med 20 arbeidsdager?
Regn ogsa ut forventa antall arbeidsdager i lgpet av en maned med 20 arbeidsdager der
produksjonen ma stanses pa grunn av for hgyt humusinnhold.

Bedriften er ikke forngyd med vannkvaliteten og bestemmer seg for a innstallere et vannrenseanlegg.
Bedriften haper at dette medfgrer at forventa humusinnhold, j, reduseres, mens man antar at vari-

ansen i humusinnhold, o2, fremdeles er 2. De 10 fgrste dagene etter at renseanlegget er tatt i bruk
registreres humusverdiene:

73 76 83 11.1 101 68 75 81 63 96

e) Still opp en forventningsrett estimator for forventa humusinnhold p etter installasjon av rensean-
legget, og vis at estimatoren er forventningsrett. Regn ut variansen til estimatoren.
Regn ut estimatet for u fra dataene gitt over.

f) Utled et 95% konfidensintervall for u, og regn ut et tallsvar fra informasjonen gitt over.

g) Tyder malingene fra de 10 fgrste dagene pa at forventa humusinnhold virkelig er redusert?
Formuler dette som et hypotesetestingsproblem og utfor testen med 5% signifikansniva.
Regn ogsa ut p-verdien til testen.

h) Et gnske med renseanlegget er at forventet humusinnhold skulle reduserer til 9 eller mindre.
Hvor stor styrke har testen i punkt g) dersom p = 97 Forklar kort hva dette betyr i praksis?
Hvor mange malinger ma gjores for a fa en styrke pa minst 90% dersom pu = 97

Til slutt skal vi anta at ogsa variansen i humusinnhold etter innstallering av renseanlegget, o2, er
ukjent.

i) Regn ut et estimat for o2 fra de oppgitte dataene.
Finn pa nytt et 95% konfidensintervall for p.

j) Finn et 95% konfidensintervall for o.

k) Utfor testen i punkt g) pa nytt.



Oppgave 49

Bremselengde for bil med to ulike dekktyper skal undersgkes. En bremseprgve utfgres ved at man
begynner a bremse nar bilen kjorer i 80km/t og bremselengden males. La X, Xs, ..., X, betegne
bremselengdene i nx prgver med dekktype 1. La tilsvarende Y3, Ys, ... Y, betegne bremselengdene
i ny prover med dekktype 2.

Anta at alle malinger er uavhengige og normalfordelte med samme ukjente varians o?. Resultatet
av ny = ny = 10 bremseprgver ble som gitt i folgende tabell:

1 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
x; [ 33.0]30.8|28.0|28.7 (289|266 279|289 278|274
yi | 2341253 |25.0 289 |26.7|259|244 268 |28.8|25.5

Her er: 312, 2; = 288.0, 12, v = 260.7, 212, (2 — 7)? = 30.920 og 72, (v; — 9)? = 28.401

a) Finn et 95% konfidensintervall for differansen i forventet bremselengde mellom de to dekktypene.

b) Avgjor med en hypotesetest om det er forskjell i forventet bremselengde mellom de to dekk-
typene. Bruk 5% niva.
Forklar kort hvordan du alternativt kunne lese resultatet av testen ut av konfidensintervallet i

a).

Oppgave 50

En landsdekkende butikk-kjede gnsker a test ut et nytt markedsfgringstiltak. De prover forst
tiltaket ut i en uke pa atte av butikkene sine, og registrerer overskudd (i hele tusenf uken for
markedsfgringstiltaket ble prgvd ut og den uken det ble provd. Resultatet er gitt i tabellen under.

Butikk, i 112131451678
Med tiltak, z; | 39 | 42 | 22 | 57 | 63 | 51 | 62 | 70
Uten tiltak, y; | 35 | 44 | 28 | 50 | 68 | 45 | 53 | 63
Differanse, d; | 4 |-2|-6| 7 |-5]6 |9 |7

Det oppgis at 35, d; = 20 og S8, (d; — d)? = 246

La up = px — py betegne forventet differanse i overskudd mellom uker med tiltak versus uker uten
tiltak.

a) Har markedsforingstiltaket en positiv effekt? Formuler dette som en hypotesetest og utfor
testen. Bruk 5% niva.
Hvilke antagelser bygger testen pa?



Ledelsen for butikk-kjeden konkluderer med at de ma ha mer informasjon for a avgjere om markeds-
foringstiltaket har effekt, og at de bare ma se pa den fgrste uttestingen som en pilotstudie. Fgr de
gjor mer testing gnsker de a gjore et overslag over hvor mange butikker de bgr teste tiltaket ut pa
for a kunne fa dokumentert en eventuell positiv effekt.

Et forslag til grunnlag for denne beregningen er at de gnsker 90% sannsynlighet for a forkaste
hypotesetesten satt opp i punkt a) dersom reell effekt av tiltaket er minst gp = 5. Som en tilngerming

vil de anta at variansen til differansen i overskudd, 0%, er kjent og lik utvalgsvariansen beregnet i
punkt a). Differansene i overskudd antas uavhengige og normalfordelte.

b) Regn ut hvor mange butikker de ma teste ut markedsferingstiltaket pa under betingelsene satt
opp over.

Et annet forslag som kommer opp er a i stedet for a registrere stgrrelsene pa overskuddene, bare

registrere for hver butikk om overskuddet gar opp eller ned fra uken uten tiltakt til uken med tiltak.

Dersom man lar p betegne sannsynligheten for at overskuddet gker med markedsfgringstiltaket kan

man teste om tiltaket har effekt ved a teste om p > 0.5. Et forslag til dimensjonering av studien ut

fra denne betrakningen er at de gnsker a ha 90% sannsynlighet for a med en hypotestest pa 5% niva
kunne konkludere at p > 0.5 dersom virkelig verdi er p = 0.7 eller mer.

¢) Hvor mange butikker ma tas med i undersgkelsen dersom man bruker den siste fremgangsmaten
foreslatt over?
Diskuter kort fordeler /ulemper med den to fremgangsmatene. Hvilken er best?

Oppgave 51

Ta utgangspunkt i dataene og problemstillingen gitt i oppgave 10.1 i leereboka. Dataene er ogsa
gjengitt under.

a) Lag et Z-diagram og et s-diagram for dataene. Kommenter resultatene.

b) Gjor oppgave 10.5 i leereboka. Dvs beregn kapabilitetsindeksen og avgjgr om produksjonen
holder god nok kvalitet nar kravet som stilles er at volumet skal vaere mellom 0.48 og 0.52.

Tabell: Maling av volum i glflasker

Stikkprave Maling nummer Gjennom- | Standard- Varians
nummer 1 2 3 4 5 snitt awvik
1 0,502 0,510 0,508 0,529 0,523 0,514 0,0112 0,00012
2 0,497 0,512 0,469 0,515 0,473 0,493 0,0216 0,00047
3 0,509 0,503 0,507 0,516 0,487 0,504 0,0107 0,00011
4 0,489 0,499 0,497 0,490 0,483 0,492 0,0064 0,00004
5 0,502 0,479 0,518 0,517 0,483 0,500 0,0185 0,00034
6 0,491 0,491 0,508 0,516 0,500 0,501 0,0107 0,00011
7 0,480 0,512 0,529 0,497 0,501 0,504 0,0184 0,00034
8 0,491 0,509 0,526 0,536 0,507 0,514 0,0173 0,00030
9 0,484 0,501 0,495 0,452 0,502 0,487 0,0210 0,00044
10 0,473 0,526 0,514 0,510 0,511 0,507 0,0199 0,00040
11 0,507 0,532 0,470 0,490 0,490 0,498 0,0232 0,00054
12 0,528 0,490 0,515 0,464 0,486 0,497 0,0254 0,00064




Oppgave 52

En bedrift som produserer bildeler er opptatt av kvalitet i alle ledd av bedriftens virksomhet.
Bedriften mottar daglig et stort antall ordre pa bildeler fra kunder over hele verden. For a sgrge for
at kundene er forngyde forer bedriften blant annet kontroll med at ordrene blir korrekt ekspedert,
dvs at kundene far tilsendt ngyaktig de typer og antall varer de spor etter. Denne kontrollen utfores
ved at bedriften hver uke plukker ut n = 90 tilfeldige ordreforsendelser pa vei ut fra bedriften og
sjekker om forsendelser er i samsvar med ordren. Dersom forsendelsen ikke er i samsvar med or-
dren sier vi at ordren er feilaktig ekspedert. Andelen feilaktig ekspederte ordre i stikkprgver pa 90

forsendelser tatt i 20 etterfglgende uker er gjengitt i tabellen under.

Uke Andel feilaktig ekspederte Uke Andel feilaktig ekspederte
1 0.133 11 0.133
2 0.067 12 0.156
3 0.122 13 0.122
4 0.089 14 0.184
5 0.144 15 0.089
6 0.156 16 0.033
7 0.133 17 0.267
8 0.067 18 0.256
9 0.111 19 0.056
10 0.144 20 0.133

a) Bruk dataene fra de 10 forste ukene som pilotdata og fra disse beregn senterlinje, gvre og nedre
kontrollinje for et kontrolldiagram (p-diagram) for andel feilaktig ekspederte ordre.

Tegn kontrolldiagramet for de 10 siste ukene. Kommenter resultatet.



